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Analiza poréwnawcza wybranych metod symulac

nieustalonego przeptywu gazu w gazociggu

Comparative analysis of selected methods for simulation of transient
gas flow in a gas pipeline

Andrzej J. Osiadacz”

Stowa kluczowe: sieci gazowe, stany nieustalone, symulacja stanéw nieustalonych, metody numeryczne.

Streszczenie

Celem niniejszego artykutu jest poréwnanie wykorzystujgc prosty gazociagg dwoch réznych metod (metody charakterystyk oraz
metody prostych) do symulacji nieustalonego przeptywu gazu w sieciach gazowych. Zatozono, ze nieustalony przeptyw jest
opisany przez uktad rownan quasi-liniowych hiperbolicznych. Rezultaty badan wykazaty, ze metoda prostych jest zdecydowanie

bardziej przydatna do symulacji stanéw nieustalonych.

Keywords: gas networks, unsteady-state, transient simulation, numerical methods.

Abstract

The purpose of this paper is to compare using simple gas pipeline two different numerical methods (the method of characteris-
tics and the method of lines) which can be used for transient simulation of gas transmission networks. It was assumed that flow
through the pipe is described by set of quasi-linear hyperbolic partial differentia equations. The results of investigations have
shown that the method of lines is much more efficient for this purpose.

1. Wstep

Glownym celem stosowania programéw symulacyjnych jest
badanie zachowania si¢ sieci gazowych w okreslonych warunkach
w oparciu o0 modele matematyczne elementow sieci. W zaleznosci
od stosowanego modelu przeptywu gazu, symulacje dzielimy na sta-
tyczng i dynamiczng. Symulacja dynamiczna dotyczy przypadku, gdy
parametry przeptywu sa funkcja czasu. Stan nieustalony w gazociagu,
moze by¢ wywolany takimi czynnikami jak: zmienne w czasie dostawy
lub pobory gazu, wlaczenie lub wytaczenie dodatkowej sprezarki lub
tloczni, nagla zmiana wyptywu gazu w systemie. Do opisu stanéw
nieustalonych uzywa si¢ modeli parabolicznych i hiperbolicznych. Te
ostatnie uwzgledniajace zarowno zjawisko bezwtadnosci przeptywaja-
cego gazu jak rowniez cisnienie dynamiczne sg znacznie doktadniejsze
w sensie opisu zjawiska. Stosowane sa one w przypadku tzw. szybkich

zmian przeptywu gazu.

2. Réwnania opisujace zjawisko nieustalonego
przeptywu gazu w rurociggu poziomym

2.1. Réwnanie ciggtosci

opA)_ oM .1
gdzie:
p* - gesto$¢ gazu,

A - pole przekroju poprzecznego rury,
M - przeptyw masowy.

Przyjecie przeptywu gazu jako procesu izotermicznego daje row-
nanie stanu w postaci:

pc’=p (2.2)

gdzie:
¢ - predkos¢ dzwicku w gazie,
p - cisnienie gazu.
Wstawiajac rownanie (2.2) do réwnania (2.1) otrzymujemy:

a‘tapz_GM (23)

2.2. Rownanie zachowania momentu

Ogodlna posta¢ rownania momentu dla przeptywu jednowymiaro-
wego dana jest w postaci:

[4[;‘]—gpsina:§l (p“")+{f;((p\\-':) (2.4)

gdzie:

w - predkos¢ przeptywu gazu,

o - kat odchylenia przewodu od poziomu,

f - wspotczynnik oporu hydraulicznego Feninga,
g - przyspieszenie ziemskie,

D - wewngtrzna $rednica rury.

Poniewaz sktadnik © (r+’] mozna pomina¢ bez szkody dla doktad-
nosci opisu oraz ze o = 0 (przewody gazociagu utozone sa poziomo),
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otrzymujemy uproszczong posta¢ rownania (2.4). Dotaczajac do tego
rOwnania prawo cigglodci w postaci (2.3) otrzymujemy uktad rownan
rézniczkowych typu hiperbolicznego opisujacych nieustalony prze-
ptyw gazu w rurociagu postaci:

/\_rf‘p__ oM

L,. (‘?l_n 0x . ‘ (25)
p_ @ (o) (=\\-"[4l]

ax ottt 2 \D

Jesli uwzglednimy, ze M = py w A =py QN oraz p=c* otrzymamy:

op__c'py 0Qy

at A Ox o (2.6)
p__py 2Qy 2690}

0 A at DA" p

Powyzszy uktad rownan rozwigzywac bedziemy za pomoca metody
charakterystyk i metody prostych.

3. Zastosowanie metody charakterystyk do symulacji
nieustalonego przeptywu gazu

Roéwnania (2.6) mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

ap,  0Qy
— 4o, —=0
at ™ ax G.D
0Qy _ a_P+a~ |Q\I|Q\
at “oax T p
gdzie: o, =P o A o, =2fﬂ.
S pe  AD

a odpowiadajgce im rownania charakterystyk przyjma postac:

dx—cdt=0 (3.2)
—uzclp—ot]otzédQN —a;‘wdx=0wzdluz ct (3.3
dx+cdt=0 ’ (3.4)
—aedp+u1a3édQ,\ —a‘wdx=0wzdlu2 c- (3.9

gdzie: ¢ - predkos¢ dzwicku w gazie.
Powyzsze rownania tworzg siatke charakterystyk w przedziatach:
te0.t,..], x €0, L]
Jesli wybraliSmy aproksymacj¢ liniowa, to nachylenie prostych
aproksymujacych krzywe charakterystyczne musi spelnia¢ warunek:

+c£<1

Ax

(3.6)

Roéwnania "dopasowania", ktorymi sa rownania (3.3), (3.5) mozemy
przeksztatci¢ do postaci:

dp+p‘0dox+gf[3£3}55%?ﬂdx=0 3.7)

A D[ A
dp_MdQNjLz_f[&} dezg (3.8)
A D[ A p

Dwa powyzsze roéwnania s3 podstawowymi rownaniami w dyna-
micznej symulacji sieci gazowej metoda charakterystyk.
Roéwnania (3.7) 1 (3.8) po zastosowaniu aproksymacji liniowej

mozna zapisa¢ w postaci:
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Ps.j—Pa,;j +a, _Q_\m,_i - QNA._i_

+050, Q.\'n,j |Q\B,j| N QN.-‘\.J |QY;\.;_ ~0 3.9)
Ps.; Pa.j
Pij = Paju — 04 [QNII.j - QNA,j+| ]
—0,5{]:-‘ Q.\Ii.j |ON|‘].j| + QNr\_J|I |Q\'.-\_j||| =0 (310)
P B, [)A.J-I
. C
gdzie: a, = p‘: .

o =£ L
D A

§=0,1,2,...,J-1.

Wykres charakterystyk przedstawiono na rys.1, gdzie:
pp = ci$nienie w warstwie B;  Qup = przeptyw w warstwie B;
pa = ci$nienie w warstwie A ;  Qu, = przeplyw w warstwie A;

t
cz0s

et

&t A

. B
/2| A

1

x=0 h__ﬁli_qu *

Rys.1. Siatka charakterystyk
Fig. 1. The grid of characteristics)

Po przeksztalceniach otrzymujemy wzor na obliczenie ci$nien
w warstwie posredniej B:

Ps,i= 0-5[p.-=,j + p.«,_i»l] +050, [QI\'.—‘\,_i - QN.-\,jn—I J (3.11)

QNA\j—I |QNA,j-I| _ Q\A,Ii |Q|~;A,j|
Pa.jn Pa.j

+0.25u{

Z kolei wartos$ci przeptywoéw w warstwie B oblicza¢ mozna z row-
nania:

050, Qili.j+pli.j 0, Qg (3.12)

QNr\.] |Qrc.s.‘_i| :| =0

p.i\.j

+ Py |:pll,j —Paj 0y QN,\,J +05

Wartosci cisnien i przeptywow w warstwie A obliczamy z zaleznosci:

Pao=Proto, [Qmm _QN.-\.U] (3.13)
dlaj=0 - an_n an.n QN.-\.U ‘QN.-\.[I
+050 t
Peo Pao
dlaj=J
Pas=Paia—0y _-Ql*-.a\.l =Quss 1- (3 14)

Q\lﬁ.] 1 QNH.J I Q\.-\.J |Q’\\J|
o, +
Pa.a Pau

-05
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Roéwnania (3.7) 1 (3.8) mozna rowniez zapisa¢ w nastepujacej formie:

Pa.j=Pp;+0y [QN:\.j _Q\I;__iJ
1050 Qh.—\,j Q\m.i N Q\!§\i|Q‘JH.i -0 (3.15)
Pa.; Pg.;
Pa,j = Pgj — 0y [Qx.-\.; _Q\u.| |-|

—0.50.5 Q.\',\.| QN\.i| : QNB-_i ||Q.\'u.| I.| ~0 (3.16)
Paj Po.j-i
Przeksztatcajac rownania (3.15) i (3.16) otrzymujemy:
Pa ZO'Slpli_j 1 pl!_i—IJ +05a, [Q\m__i Q\u_.—iJ (3.17)

+(].25(1‘|:Q\“"i_| |Q.\n._i-|| _ QNI!.i |QN|;.i ‘|
Pg.j1 Pg.;

Z powyzszego rownania mozemy juz bezposrednio wyznaczy¢
ciSnienia pA,j dla j=1, 2, ..., J-1. Natomiast przeptywy Qy, ; mozna
obliczy¢ z rownan (3.15) lub (3.16) wykorzystujac rownanie (3.17).

Roéwnania (3.7) 1 (3.8) mozna takze przeksztalci¢ do nastepujacej
formy

k k |
Ps—Pa;toy _O\m.j _Qx.\.J_

L= . k=1 4
+(;(5 Q\L\_{ +Q\.-\.| Q‘IH._| 1 Q\.\.| — 0 (318)
Pij TPa 2

p}s.J_P.\_Ju_a: QL\'m_Q\\J |]
PQW i+ Quajn

|B|+p\|l

[Q\m 'Q\\J |ﬂ=0 (3.19)

gdzie k - numer iteracji.
Dodajac rownania (3.18) 1 (3.19) otrzymujemy:

D‘f;., ;0'5{9-\ it Paju TO .Q’\-\.j _Q\_.\__|-|J (3.20)
QX5+ Qua o
+05a s[ p-“ - (Q.L\'ul._iJrQ.\.\.j-])
Q\H Q\l.-\.i "
p17.|(0;“|”‘ + ON.\.;]] }
B.j
Z kolet, jesli przeksztatcimy rownanie (3.19) otrzymamy:
1
Q;a.. = QN:\.M + _[pti_J “Pa.ju (3.21)
o,
Q¥e,; + Qua v
\| Mil \JI( \|s|+Q\\J]]

in FPajn

Roéwnania (3.20) i (3.21) wykorzystywane sa do liczenia ci$nien
i przeptywoéw w warstwie B.

Ci$nienia oraz przeplywy w warstwie A sg obliczane z nast¢puja-
cych zaleznosci:

dla j=0 p;.o =Ppo Ty [Ql;\u _QNn_u-_

|Q§.\I.{| +QM\.{I| [Q:«]n Q.o ]
O (] 5
p.-‘\\u + pH.tJ - ;

1
Qupot—[Pan—Pao
oL

4

—{)S(} |:|Q.tl.-\l.tr + QM!.[P| (

(3.22)

ko _
Qx'\_u -

(3.23)

PaotPeo

o$ﬁ+ommﬂ
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dlaj=J
Phs =Ppu 1~ [Qt.«..u —Qus.s |_.
|QIM 1 +Q\“J ! Q.L\.-\I..l +QM§.J—I 304
* p\ ) +p|il I 2 324
k I 1
Qras = Quayy |__[p.-\._| ~Pu.i |

4

QFL\\IJ +QNBJ || L
+05a, | ———— Q% , +Quu .
- [ Pas T Poia (Q A+ Qe ) (3.25)

Natomiast ci$nienia i przeplywy w punktach j=1, 2, ...,
nikaja z relacji:

J-1 wy-

p.-L\._i:O‘5 {pu_1+p:;j 1_U4|Q\uj_0xuj || (3.26)
Q5+ Qu |
~050 [ : J( \«.+Q\n|)
PA i T Pa;
Ql;\IJ+Q\|i l—'| k-1
k=l
—;::E:T{QWJ Qua i)}
oraz
I
QL\.-\,]'=Q\H_J+u_{p}\.i_p|i.i (327)
| \\ j ¥ QNR .| 1
050, | ——— +
* Paj*Pa;j (Q“J Q\HJ)

4. Zastosowanie metody prostych do symulac;ji
nieustalonego przeptywu gazu

Metoda prostych zajmuje miejsce posrednie pomigdzy metodami
analitycznymi a metodg r6znic skonczonych. Istota tej metody polega
na tym, ze pochodne wzgledem jednej ze zmiennych zastgpuje si¢
przyblizajacymi je roznicami skonczonymi, a pochodne wzgledem
pozostatych zmiennych pozostawia bez zmian.

W ten sposdb dane rdwnanie rézniczkowe zostaje zastapione ukta-
dem réwnan rozniczkowych zawierajacych mniejsza liczbe zmiennych
niezaleznych.

Mozna sprowadzi¢ do uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
zar6wno liniowe (jak réwniez nieliniowe) rownanie wyzszego rz¢du,
a takze uktad réwnan rézniczkowych czastkowych.

Latwo rowniez przenies¢ metode prostych na przypadek wigkszej
liczby zmiennych niezaleznych.

Jezeli przyjmiemy warunki brzegowe : p(x0,t)=p0 oraz QJ(t)=f(t),
to przyjmujac trzypunktowa aproksymacje¢ wstecz, uktad rownan (3.1)
moze zostac zapisany za pomoca nastepujacych zaleznosci:

Ep{(:l“.t}zzﬂx(_QN_J :(I)+4QN.J 1{1)_3QY-J{L)) (4.1)
7&0,}5:(‘.-1): Zﬂ [spu() 4p|(l)+p:(l))_u‘%

Pt o, 0-000)

e o (%ai=l2..0-1
OON(:IJ )=—%(p,,(] pj_,(l))—a,%

Rozwiazanie powyzszego uktadu rownan, czyli znalezienie od-
powiednich wartosci ci$nien i przeplywow w przewodzie, prowadzi
jednak do duzych niedoktadnosci. Okazuje si¢ bowiem, ze takie przy-
blizenie pochodnych pierwszego rzgdu nie jest odpowiednio doktadne
dla symulacji nieustalonego przeptywu gazu. Przyjety model "nie
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radzi" sobie z szybkimi zmianami sygnatéw wejsciowych, ktorymi
s3 zmienne w czasie obcigzenia sieci gazowe;.

Istniejg jednak inne metody aproksymacji, ktore spetniajag wyma-
ganie doktadnoS$ci opisu szybkozmiennego przeptywu gazu. Sg to
schematy, ktore wykorzystuja wickszg liczbe punktow siatki i daja

przez to doktadniejsze wyniki.
P>= ,’ ~Q

Wprowadzimy nowe zmienne:
Wyjsciowy uktad réwnan (3.1) mozemy teraz przeksztaicic’ do
nastepujacej postaci:

|
P =p+,£—' Qy 4.2)

Py Joyo, P }f“- |Q~|Qh 43)
al. - ax ..\0'2
opy | op, _ }E |Q\|QN
ct T 0x _a3Va3 p
gdzie: p=(p, +p,) x 0,5
Qu == (p,—p,)x 05

Roéwnania (4.3) zawieraja czton nazywany cztonem ,,transporto-
wym” lub cztonem ,,konwekcji” o postaci:

(4.4)

Jezeli do aproksymacji zastosujemy dwupunktowy schemat r6zni-
cowy wyrazony jako:

op zw da w<0
ox! Ax
op| Plxt)plx;01) da w>0
oxly Ax

gdzie w jest predkoscia przeptywu (jesli w > 0, to oznacza przeptyw
w kierunku dodatnim - od lewej do prawej, jesli w <0, to oznacza
przeptyw w kierunku ujemnym - od prawej do lewej), to okaze sie, ze
rozwiazanie rownania (4.4) obarczone bedzie duzym blgdem, poniewaz
taka prosta aproksymacja w przypadku rownan hiperbolicznych nie
oddaje istoty zjawiska nieustalonego przeptywu gazu, ktory cechuja
szybkie i czeste zmiany obcigzenia.

W [3] zaproponowano zupetnie nowy rodzaj aproksymacji rézni-
cowej, specjalnie dostosowany do charakteru zjawiska i pozwalajacy
unikng¢ podobnych trudnosci. Stanowi on potaczenie aproksymacji
wstecz i centralnej, tworzac tzw. "Biased Upwind Approximation", co
mozna przettumaczy¢ jako "sko$ng aproksymacj¢ wsteczng". Skosna,
poniewaz wykorzystuje jeden punkt w kierunku dodatnim, a pozostate
w kierunku ujemnym. Ponizej przedstawiono sko$ne aproksymacje
wsteczne wykorzystujace odpowiednio na cztery i pig¢ punktow siatki.

Czteropunktowa skos$na aproksymacja wsteczna:

op :—llp(X.,-t)+lﬂp(xnl)—‘)p(xpt)w*2p(xj‘l}+o{(m)=} 45)

ox'™ 6Ax

op| - 2p(X,_5.1) +9p(x,_,.1) lSp(.\'J1.l)+1Ip(x_,.t}+0{($\}_;}(4.6)

ox'™ 6AX '
dlaw>0

g_z = —2p(xu.t)—3p(x|,;)ﬁ-;ép(xz,l)—p(xj‘l)+0{(ax)3} 7

8 2p{x;.,t)=6p(x; . t)+3p(x;,t)+2p|x,.,, s

o, A ) )

(2<j=(1-1))
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dla w<0
ap| _ 30(%,8)=10p(x,, 1) +18P(x,6)=6p(x,0 ) +R(x,01)  (4.9)
ox!v T 12 Ax
+of(ax)'} (1<j<(1-3))
ap; L P(%,6:) =8p(x, 5. t) +8p(x, 5. 1) — p(x, 3't)..0 4
ax!Mr T 12 Ax ' {(ax) } (4.10)
| . =p(x,_5.t) +6p(x, ;. 1) = 18p(x, 4. t)+10p(x, ,. 1) +3p(x, ,.t)
ax't 12 Ax
+o{(av)'}
Pigciopunktowa skos$na aproksymacja wsteczna:
apy _ —25p(x.t) +48p(x,.t) — 36p(x,. 1) + 16p(x;,1)
52 e +o{ ) ja.1n)
app_ 3p(x,45t) = 16p(x, 5. ) +36p(x, .. t) 48p(x,,. 1) +25p(x,.1) (4.12)
ax'™ 12 Ax
+0(ax)’}
dla w=>0
b 30t )~ 10p(x,.) +18p(5..0)~6p(x,.0)+ plx.0) |
el 2 oA +0of(a%)'}4.13)
ap; _ P(xe:t)=8p(x,,t)+8p(x5,t) = p(x.,1) A 414
= 12Ax G (4.14)
'jp'l - .—p(xj___...t}+6p[x] :.t)—ISp{x‘_,.1)+]0p(xj.1)+3p(x___,.l) (4.15)
axiv ™ 12 Ax
+o{(av)'} (3<j<(1-1))
dla w<0
a-_ :—3p(x]._,,t)—I0p(xj,t]+I8p(xj‘l.t)—ﬁp(xrz.t)+p[xj__‘,t) (4.16)
ox!v T 12 Ax
+of(ax)'} (1<j<(1-3))
op| . P(x, 1) =8p(x, 5. 1) +8p(x, 5. 1) = p(x, .1) N O{(ﬁx)‘} 4.17)
ax!Mr T 12 Ax
ap n__—p(:-:J 1) +6p(x, ;. t)—18p(x, 5. ) +10p(x, ,.1)+3p(x, . t) (4.18)
ax't 12 Ax
+of(ax)’}

Zastgpujac w réwnaniu (4.3) rézniczki ox odpowiednimi wy-
razeniami wynikajacymi z zastosowania cztero-, lub pigciopunkto-
wej skosnej aproksymacji wstecznej otrzymamy nast¢pujacy uktad
réwnan:

{Ct_ ‘Q.\I.j‘Q\.j (4.19)

dp,;
—L+ Jo,a, Alp . =—0, |—
dt 10y APy 3\0{: P,

4., — VO O, A Py = 0 E ‘Qx-lex‘j
dt " o, p;

i=0,1,....]

gdzie: A jest operatorem roéznicowym dla przypadku w >0
A, jest operatorem roznicowym dla przypadku w <0

Jesli teraz, tak jak w rownaniu (4.2), przyjmiemy w réwnaniach
(4.19) nowe zmienne p, i p,:

IQI

TS

Iu_l

P.=P ,"||
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to po dodaniu stronami otrzymamy wyrazenie:

m=_\l'al @, (ﬁx _A\)p_i _O‘Sal ("3: _‘3\)Qx‘j

i (4.20)

Jezeli natomiast odpowiednio odejmiemy stronami (4.19) otrzy-
mamy:

9 _ 05 o, o, (AL = A )Qu;— 050, (A, +A, Jp; - ot

[0y |0y,
dt 3 P—I (421)

Roéwnania (4.20) i (4.21) przeksztatci¢ mozemy do nastepujacej

postaci:
d
d—[i':—D,S\(ala{A[ +."|J IQ,\ ] [J v[alo\a,ﬂ
O\,.

dQN_j : ]’l‘l’._] lot, Q\..
TR —Uﬁa:[ﬂ*[l’j +‘I||G—:Qx_,-]— &[Pj - ‘-,lja__.o“'j]]_u'} o,

Operatory roznicowe A i A dane sa rownaniami (4.5) - (4.10).
Jezeli do powyzszych réwnan zastosujemy metode Euler'a, wedhug
ktorej:

422)

423)

x(t+At)=x(t)+ At f [x(t)] (4.24)

to otrzymamy koncowa posta¢ wzorow metody prostych do obliczenia
cisnien i przeptywow wzdhiz gazociagu:

p;(t+At)=p,(t)+

flSal\afx{ [p (1)- 'IQ\,-()]+a;[ax(t)—,L;"S—;Qﬂ._:{')” 425)

Qui(t+4t) = Qy (1)~

o.sma{ak[p‘(n}—1."§ox_.(l)]+aa[p.m+Eu\_.(n)ﬂ

dlaj=0,1,2,....0-1

(4.26)

gdzie At jest krokiem catkowania.

5. Badania symulacyjne

Do poréwnania efektywnosci numerycznej metody charakterystyk
i metody prostych postuzyt przyktad symulacji prostej rury z warun-
kami brzegowymi PQ (znane, ustalone ci$nienie na poczatku i zmien-
ne w czasie obcigzenie na koncu). Analizowane byly trzy przypadki
zmiennego obcigzenia przewodu. Program do symulacji za pomo-
ca metody prostych przygotowano w dwoch wersjach. W pierwszej
wykorzystano procedure catkujaca Runge'go-Kutty drugiego rzedu,
w drugiej czwartego rzedu.

Wielko$ciami poréwnywanymi byty:
e czas trwania obliczen,
¢ doktadnos¢ obliczen,
» krok po czasie (czas catkowania),
» krok zmiennej przestrzennej (dtugos$¢ przedziatu dyskretyzacji).

Dane przyjete do symulacji

We wszystkich trzech przypadkach przyjete zostaty identyczne
dane dotyczace warunkéw symulacji 1 wlasciwosci fizycznych gazu.

catkowity czas symulacji T =26h
dhugos¢ gazociagu L=45000m
wspotczynnik oporéw liniowych wg. Fanning'a  £=0.003
gestos¢ gazu p=0.75 kg/m’
predkos¢ dzwigku w gazie ¢ =300 m/s
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Obcigzenie zadawane byto w postaci dyskretnych wartosci po-
danych w m’/s co 2h czasu rzeczywistego. W chwilach czasowych
pomigdzy tymi dyskretnymi punktami warto$¢ chwilowego obcigzenia
przyjmowana byta w oparciu o interpolacje liniowa.

Wszystkie obliczenia wykonywane byty dla dwoch wartoscei Srednic
wewnetrznych przewodu: 600mm i 900mm.

Metoda charakterystyk
W metodzie charakterystyk przyjeto, ze:

Ax .
0 (.1)

At:E
Cc

W przypadku symulacji sieci gazowej, metoda charakterystyk
narzuca stalg warto$¢ Ax we wszystkich odcinkach tej sieci. Stad
dhugos¢ odcinka dyskretyzacji nie moze by¢ wartoscig zbyt duza, bo
wyznaczona jest przez najkrotsze odcinki w symulowanej sieci. Jest
to powazne ograniczenie, poniewaz mata warto$¢ Ax narzuca krotki
czas calkowania At, co z kolei powoduje wydtuzanie czasu obliczen.
W przypadku pojedynczego przewodu nie stanowi to wprawdzie duze-
go problemu, ale w przypadku symulacji sieci zbyt dtugi czas obliczen
czyni metode charakterystyk mato atrakcyjna.

W rozpatrywanym przypadku, dtugos¢ rury podzielona zostata
na 30 odcinkéw po 1500m kazdy. Réwnanie (5.1), dla Ax=1500m,
jednoznacznie okresla krok po czasie At=5sek.

Dla tych warunkéw symulowane byty trzy przypadki zmian obcig-
zenia na koncu przewodu o dtugosci L. W kazdym z trzech przyktadow,
obliczenia wykonane zostaty dla dwoch wartosci srednic. Wyniki
symulacji przedstawione sa odpowiednio na rys. 2, 3 i 4.

Dla Ax=9000m krok catkowania wynosi At=30sek. W tym przypad-
ku czas obliczen dla symulowanego przypadku znacznie si¢ zmniejszyt
, bez zauwazalnej zmiany doktadnosci. Trzeba jednak pamigtac, ze
w przypadku symulacji rozbudowanej sieci gazowej przyjecie dla
wszystkich odcinkow Ax=9000m jest sytuacja czysto teoretyczna.

czyh

Metoda prostych

W metodzie prostych nie istniejg ograniczenia typu (5.1). Pozwala
to na zwigkszanie kroku po czasie, a tym samym skracanie czasu ob-
liczeniowego, az do momentu, w ktorym osiggniemy krytyczny krok
catkowania At ,, po przekroczeniu ktérego gwattownie zmniejszona
zostaje doktadnos¢ obliczen. Dalsze zwickszanie kroku po czasie po-
woduje rozbiezno$¢ metody. To samo dotyczy przypadku zwigkszania
dhugosci przedziatu dyskretyzacji Ax, co oczywiscie rowniez skraca
czas obliczen.

Opisany proces realizowany byt dla dwoch wariantéw metody pro-
stych, wykorzystujacych drugi i czwarty rzad formuty Runge'go-Kutty.

Formuta Runge'go-Kutty drugiego rzedu, w ktorej przyjeto a=1,
a=1, R,=R,=0.5, dana jest wzorami:

k, =Atf(x,.v,)
k2 =At (X[,"At-.yu +k|]

|
}|:}'|»+:(k1+kf]

(5.2)

gdzie:
f(x,,y,) - warto$¢ funkcji (ci$nienia lub przeplywu) w chwili t=t,,
y, - wartos$¢ funkcji w nastepnej chwili czasowej T=t+At,
At - krok po czasie.

W drugiej wersji programu wykorzystane zostaty rownania formuty
czwartego rzedu.

Formuta Runge'go-Kutty czwartego rz¢du, w ktorej przyjeto naste-
pujace warto$ci wspolczynnikow: a=b=0.5, c=1, a=0.5, =0, y=0.5,
&=¢=0, (=1 oraz R,=R,=1/6, R,=R,=1/3, dana jest rownaniami:
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k,=Atf

Yo)

(xo
k, = At f[xu+At;2 Yo +k,/2)
k,=At f(x,+At/2,y,+k,/2)
(
1

k, = At f(x,+Aty, +k;)

Yi=Yo+ 2(k +k,) (53)

(W opisie przyjeto oznaczenia:
RK2 - dla metody Runge'go-Kutty drugiego rzedu
RK4 - dla metody Runge'go-Kutty czwartego rzgdu)

Pierwsza testowang wersjg programu dla metody prostych byta
procedura wykorzystujaca metod¢ RK2. Dla identycznych warunkow,
jakie przyjeto dla metody charakterystyk (Ax=1500 oraz At=5sek).
Otrzymane wyniki byty doktadnie takie same, jak te przedstawione na
rysunkach 2, 3 i 4. Swiadczyto to o poprawnosci dziatania procedury.
Nastepnie zwigkszano At oraz Ax. Czas obliczeniowy sukcesywnie
malal, natomiast nie zaobserwowano utraty doktadnosci (maksymalny
btad wzgledny w odniesieniu do wynikow symulacji metoda cha-
rakterystyk byt rzgdu 0.001%). Proces ten kontynuowany byl az do
osiagnigcia wartosci krytycznych, ktore wynosity odpowiednio:

Atkryt(RK2) = 55 sek
Axkryt(RK2) = 15000 m

Oznaczalo to podziat dtugosci L na trzy odcinki z czterema punk-
tami dyskretyzacji.

Czas trwania obliczen dla warunkow krytycznych zredukowany
zostal do T=5sek.

Doktadnos¢ obliczen: 0.4%.

Przekroczenie obydwu warto$ci krytycznych powodowato roz-
biezno$¢ metody.

Jako druga testowana byta wersja metody prostych wykorzystu-
jaca algorytm RK4. Dla warunkow (Ax=1500 oraz At=5sek) otrzy-
mane wyniki byly takie same jak te przedstawione na rysunkach 2,
3 1 4. Nastepnie stopniowo zwigkszano At i Ax. Czas obliczeniowy
sukcesywnie malal, natomiast (podobnie jak w przypadku RK2) nie
zaobserwowano utraty doktadnosci uzyskiwanych wynikow. Po osia-
gnigciu poprzednio wyznaczonych wartosci krytycznych, dla RK2,
czas trwania obliczen dla dwoch wersji metody prostych wyrdwnat sig.
W celu poréwnania prostszej wersji RK2 z bardziej skomplikowana,
ale przez to doktadniejsza RK4 warto$¢ Ax pozostawiono na poziomie
AX,,,(RK2)=15000m, natomiast dalej zwigkszany byt krok po czasie
At. Proces ten kontynuowany byt az do osiagnig¢cia wartosci:
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Rys. 2 Wyniki symulacji metodg charakterystyk
Fig. 2 Results of simulation using the method of characteristics

30

p[MPa] Q[m¥/s]
i
6t - 7 S i /‘7\ i _\'.‘_,- !_ Bl
TN T Y / \\ | B *\5 /
i} \i S \
\ X,f \Y ——————————— / \ ax/ 1
o Al / S A\ I\

/ i |
| \ [ \ ISR 5
g [ AL .
LTy elbnienke kdcows dia DeS00mm i
cbeighente 1 \J
88— — - o
Zh 4b & &h 100 1m 14h i 18h Wk TEh 24n 6

Rys. 3 Wyniki symulacji metodag charakterystyk
Fig.3 Results of simulation using the method of characteristics
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Rys. 4 Wyniki symulacji metodg charakterystyk

Fig.4 Results of simulation using the method of characteristics

Atk (RK4) = 80 sek

Doktadnos¢ obliczen byta jak poprzednio: 0.4%.

Jak widac, przyjecie w metodzie prostych bardziej ztozonej wersji
algorytmu Runge'go-Kutty pozwolita na dalsze zmniejszenie kroku
catkowania bez utraty doktadnosci, co umozliwito dodatkowe skro-
cenie czasu trwania obliczen.

Niewielka roznica minimalnego czasu symulacji widoczna dla RK2
i RK4 w przypadku pojedynczego przewodu na pewno zwigkszy si¢
przy symulacji catej sieci gazowe;.

Opisana powyzej analiza zestawiajaca wyniki symulacji za pomoca
dwoch wersji metody prostych przedstawiona zostata graficznie na
rys.5.
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Rys. 5 Wyniki symulacji metoda prostych
Fig. 5 Results of simulation using the method of lines
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W celu udowodnienia poprawnosci wynikow otrzymanych za po-
moca metody prostych testowano zachowanie si¢ tego samego odcinka
wprowadzjac zakldcenie, jakim jest zmiana obcigzenia na koncu ga-
zociggu o 150% w poréwnaniu z wartoscig wyjsciowa (od 100m3/s
do 250m3/s), a nastepnie powracajac do wartosci poczatkowe;.

Symulacje wykonano metoda prostych z wykorzystaniem algo-
rytmu RK4.

Whyniki przedstawione sa na rys. 6.
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Rys. 6 Wyniki symulacji metodg prostych
Fig.6 Results of simulation using the method of lines

6. Wnioski

Z przeprowadzonych badan wynikajg nastepujace wnioski:

a) Obydwie metody zostaly z powodzeniem wykorzystane do sy-
mulacji nieustalonego przeptywu gazu w pojedynczej, prostej
rurze, dajac poprawne wyniki.

b) W przypadku symulacji metoda charakterystyk napotykamy po-
wazne ograniczenie w sposob sztywny wiazace Ax i At z predko-
$cig dzwicku w gazie.
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¢) W metodzie charakterystyk przyjeta jest jedna, wspdlna dtugosé¢
przedziatu dyskretyzacji, ktora obowiazuje w catej symulowa-
nej sieci. Fakt ten przesadza o konieczno$ci doboru odpowied-
nio matego Ax, ktory wynika ze struktury sieci gazowej. Z ko-
lei przyjecie niewielkiego przedziatu dyskretyzacji w sposob
sztywny ogranicza maksymalny dopuszczalny krok catkowania.
Konsekwencja jest wydtuzanie catkowitego czasu trwania obli-
czen z powodu matego kroku po czasie.

d) Metoda prostych jest zdecydowanie bardziej elastyczna. Pozwa-
la na plynne zmienianie kroku catkowania i dtugosci przedziatu
dyskretyzacji. Wtasciwie jedynym ograniczeniem jest tu wyma-
gana doktadno$¢ obliczen zwiazana z przyjeta wersja metody.
Spostrzezenia te zostaly catkowicie potwierdzone w trakcie sy-
mulacji wykonanych za pomocg dwdch wariantow metody pro-
stych.

e) Podczas gdy metoda charakterystyk w opisanej wersji nie po-
zwala na wprowadzenie powaznych zmian poprawiajacych jej
efektywno$¢ numeryczng, metoda prostych umozliwia wyko-
rzystywanie réznych wariantow. Mozna na przyktad w miejsce
czteropunktowej aproksymacji wstecznej zastosowanej do tej
analizy wykorzysta¢ pigciopunktowa aproksymacje wsteczna,
opisang w rozdziale piatym niniejszej pracy. Mozna takze za-
stosowac jeszcze bardziej zlozony schemat wykorzystujacy 8,
czy nawet 16 punktow siatki metody prostych. Pozwolitoby to
w sposob znaczny zwigkszy¢ doktadnosc i efektywnos¢ metody.
Z powyzszych spostrzezen wynika, ze metoda prostych jest bardzo

elastyczna metoda, ktdra moze by¢ cennym narzedziem stuzacym do

efektywnego modelowania nieustalonego przeptywu gazu.
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